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صفحه  ده یخم  ی هاالمان علاوه   ی در  زافق  معمار  ی بصر  ی هایی بای بر    [1]ی،و 

مهندس  ییگسترده  های کاربرد راه  یدر  و  دارندعمران  برا   ،آهن  نمونه   ی که 

 یو سازه  ی،گرانش  ی ها، قطارهاها، پل، جاده ونقل ریلیحملخطوط    :به  توانیم
شهرباز  ییهوا   ی هاترن کرد.    های در  موضوع   ی کیاشاره    وجهموردت   های از 

یی ی سازههاالمان   یکی نامیپاسخ د   قیدق   ارزیابی  ر،یاخ  ی هادر سال   پژوهشگران

طرح    کیبه    یابیدست  دگاهیکه از د  ،متحرک بوده است   ی تحت بارها  مذکور

 .است  ت یحائز اهم  اریبس منیا 

رفتار    در اثر بار و جرم متحرک    ی شده بر روانجام  های پژوهش   بیشتر کنون  تا

کابل  ها،ه صفح  م،یمستق  ی رهای تدینامیکی   بودهو  در    اند،ها  برخی که 

  نیند. با ا ا اشاره و مرور شده   های مذکور  همطالع  نیتربرجسته   [۳و    2]نوشتارها،

 افق به مراتب  ی در صفحه   دهیخم  ی هاالمان  ی شده بر روانجاممطالعات    ،وجود

این  .  شده است ها اشاره  آن   نیتراز مهم   ی که در ادامه به برخ  ،محدودتر بوده است 

جسم متحرک  ناشی از  های تحریک ، شدهمنابع اشاره شتر یدر ب تذکر لازم است که

مربوط به جرم جسم و   ینرسی شده و اثر ا  ی سازمتحرک مدل  ی روی ن ک یصورت به

دآن    یانتقال  ی هاشتاب پاسخ  نشده    دهیخم  های ری ت  یکینامیدر  گرفته  نظر  در 

 [ 5و  4].است 

پاسخ    ی محاسبه  ی را برا   ییبسته تحلیلی  حل  یک    [ 6](،1969)  1و کالور   انویستیکر

تک  دهیخم  ی دهانهتک  ی هاپل   یکینامید با  افق  ن  ی هاگاهه یدر   یرویساده تحت 
کرد ارائه  خطا ه متحرک  شتاب  روش  از  استفاده  با  شور  ی وری دوچا  ی،ند.    2و 

در    ده یم خ  ی رهای ت  یکی نامیمقطع، رفتار د   ۳یدگیبا درنظرگرفتن اثر تاب  [7](،1977)

تحر به  را  به  کی  های کیافق  تحل اندکردهمطالعه    ی صورت عددبار متحرک    لی. 

افق تحت تحر   دهیآهن خم راه  لیر   کی  ی داریپا از ی  کیدر  بار متحرک    ک ناشی 

 .شده است  یابیارز [ 8](،1985) و همکاران4ریتوسط نا

1 Christiano & Culver 
2 Chaudhuri & Shore 
۳ Warping 
4 Nair 
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 ی ض ربه  ب یض ر ی محاس به ی را برا  یروش   [9](،1917)  و همکاران 1گالدوس
 ی رویجف ت ن  کت أثیر ی در افق تح ت    دهی خمیی  ب هجع  ی ه اپ ل  یکین امید

یکنواخت روی سطح فوقانی سرعت ی ثابت از یکدیگر، که با فاص لهمتحرک با 

 . اندکردهارائه کردند، تیر حرکت می

در افق را ب ا   دهی خم  ییجعب ه  ی ه ارفت ار پ ل  [10](،1998)  و همک اران  2هوان  

حاکم بر   یکینامیدر روابط تعادل د یدگیتاب ی هارش  کلییمنظورکردن اثر تغ

  ۳هوس  ان  و جما  ،یکینامید ی. با اس  تفاده از روش س   تاندکرده یبررس  آن  

 ی در صفحه  دهیخم  ی موشکنویت  ی رهایارتعاش آزاد ت  ی هابسامد  [11](،1999)

 فقطبا منظورکردن    [12](،2001)  و همک اران  4ن یَند. ا هافق را مح اس   ب ه کرد
 ییج ابج ا نییتع ی برا  یبیتقر ی رابط ه کی موفق ش   دن د  ،دین امیکیمود   کی 

متحرک   ی رویاز ن  ین اش     کی افق در اثر تحر ی در ص   فح ه  دهی خم  ی ره ایت

  ری ت کی پ اس   خ ارتع اش آزاد    [1۳](،2002)  و همک اران  5یکنن د. ل  ش   نه ادیپ

 یبرش  ی هارش کلییتغ آثاررکردن  ورا با منظ  کش س انبر بس تر   یمتک  ی رویدا 

  یهاواگن یرخطیغ ی داریپا  [14](،2010)6و دوزا   ینس  کیدس  ت آوردند. زبوهب

 دادیمطالعه و امکان رو یفیص  ورت کدر افق به  دهیخم  ریمس   ی روبر  قطار را 

 . اندکرده یرا بررس 7هاپف یدوشاخگ

  یک ین امید  عملکرد  ،یلتحلی  ح لراه  کی   ی ب ا ارائ ه [15](،2015)  8و ان    ی دا 
 نیروهای  تحت اثررا   9نلکریبس   تر و روی   دهیخم ی رهایت  ی خارج از ص   فحه

. عب دوس و کردن د  یابی ارز  یتوابع مثلث ات مبتنی برمتمرکز متح دالف اص   ل ه و 

جرم متحرک،   یش تاب انتقال ی هابا درنظرگرفتن مؤلفه  [16](،2020) ارانهمک

 ی در ص فحه  دهیخم ی رهایت  ی خارج از ص فحه  یکینامیموفق ش دند پاس خ د

روابط   ،ی پ ارامتر  ی مط الع ه  ی ه اداده یخطریافق را مح اس   ب ه و ب ا برازش غ

و لنگر    ییجابجا  یکینامید  ی ضربه  ب یضرا   نیت م  ی برا   ییشدهساده ی کاربرد
در پژوهش دیگری تأثیر   [17](،202۳د. همچنین، ایش  ان )ارائه کنن  یخمش  

خمیده   ی تیرهای ی لنگر پیچش ی را در پاس خ دینامیکی خارج از ص فحهمؤلفه

 ی افق را تحت تحریک ناشی از جرم متحرک ارزیابی کردند. در صفحه

متحرک    ی در مطالعات مربوط به اثر بارهاکه    دهدینشان م  یفن  اتیادب  یبررس

مقدار    ک یمراجع به عنوان    تمامدر افق، سرعت بار در    دهیخم  ی هاالمان   در

راه،   ی روساز  ستمیس  کیاست که    یدر حال  نیثابت نظر گرفته شده است. ا 

  ندهیفزا   سرعت متحرک با    ی اغلب در معرض بارها  ، باند فرودگاه  ایآهن  راه  ریمس
م  ای قرار  به دنریگی کاهنده  هنگام.  مثال،  سر  ک یکه    یعنوان    ری السعیقطار 
بلند  فرودگاه  از باند    مای هواپ  کی  شود،ی از آن خارج م  ایوارد    ستگاه یآهن به ا راه

 
1 Galdos 
2 Huang 
3 Howsan & Jemah 
4 Yang 
5 Lee 
6 Zboinski & Dusza 
7 Hopf bifurcation 
8 Dai & Ang 
9 Winkler foundation 
10 Lin & Niemeier 
11 Ho 
12 Kokhmanyuk & Filippov 

آن    ا ی  شودیم توقف    ی لیاتومب  ای  د، یآیفرود مدر  از  قبل  را  که سرعت خود 
بار  بستر محل اثر    کند،یبه حرکت م  وع از حالت توقف شر  ای  دهدیکاهش م

موقع در  فزا   ی هات یمتحرک  سرعت  تحت  قرار  جسم    ی کاهنده   ا ی  نده ی فوق 

نه  ردیگیم واقع،  در  توقف    مایهواپ   ای  هینقل  ی هلیوس   فقط.  شروع    ایهنگام 

در هنگام    هینقل  ی ه لیکند، بلکه سرعت وسی حرکت م  ری حرکت با سرعت متغ

 است.  ر ییعموماً در حال تغ زی ن ر یمس کی ی حرکت رو

در   [19](،2014) و همک اران 11هوو   [18](،2002)10ریمیو ن  نیمط الع ات ل  طبق

زمان نس  بت   ،ی ش  هر ی هاس  بک در جاده ی یهنقل ئطوس  ا یرانندگ  طیش  را 

با س رعت ثابت  یاز رانندگ  ش تریب اریبس   ریبا س رعت متغ  ی، و طی مس یررانندگ
 نیاز اول یکیبه عنوان    [20](،1967)12پوفیلیو ف  وکیک ماننوش   تار  اس   ت. 

 ی رهایت  در رفتار دینامیکیمتحرک    ی روین  ریاثر سرعت متغ یمراجع در بررس

ش  ده در جادیا   های ارتعاش  [21](،1996)1۳لفی. کرش  ودیش  ناخته م  میمس  تق

 یرا بررس  هینقل ئطوس ا ی و کاهنده  ندهیاز حرکت با س رعت فزا   یناش   نیزم

را تحت  ی مس  تقیمرهایارتعاش ت  [22](،1996)  14چیو رکو  بدهی. زه اس  ت کرد

  [2۳](،2000) و محس ن  15ابوهلال  و  ریبا س رعت متغ  یمتحرک تص ادف  ی بارها
را در اثر حرکت  یکل  ی مرز طیرا با ش    ی مس  تقیمرهایت  یکینامیرفتار دنیز  

  16زنبرگری. دوگوش و آان دکردهمط الع ه    کی ه ارمون  ی روین  کی ش   ت اب دار  

 یخمش   ت یبا ص لب  وس تهیپ ی چنددهانه ی رهایت  یکینامیپاس خ د  [24](،2002)

متحرک    ی روه ایم تلف را تح ت حرک ت ش   ت اب دار ن  ی ه امتف اوت در ده ان ه

 . اندکرده یبررس

شرایط    ی رهایت   یکینامی دعملکرد    [25](،200۳)  17چالتسوس یم با  مستقیم 

نسبت   مفصلی  متغمرزی  سرعت  با  متحرک  بار  اثر    ری به  منظورکردن  با  را 

ت  یدوران  ینرسیا  و  متحرک  است   یابیارز  ری جرم  زکرده  ابوهلال  بدهی.   18و 

شتابدار    ی بارها  ریث أت  [26](،200۳) د  درمتحرک    ی رهای ت  یکینامی پاسخ 

های  ریت  رشکلیی تغ  [27](،2009)  و همکاران  19پن   و  یبا طول متناهمستقیم  

جرم متحرک با سرعت    کی  های تحریکساده را تحت    ی هاگاهه یبا تک  مستقیم

ا   ریمتغ اثر  منظورکردن  مطالعه    ینرسی با  همکاران  20یلاند.  کرده جرم    و 

د  [28](،2014) ن  یلیمستط  های ه صفح  یکینامی پاسخ  با    ی روهایبه  متحرک 

پالاسو    ر یسرعت متغ و  را    نانی سرنش  ی داریپا  [29](،2015)  21ن یپاول  قطار 

شتابدار   حرکت  پاسخ    [۳0](،2018)  22موهو  و    بسکو   اند.کرده   بررسیتحت 

  یابیارز  ر ی متحرک با سرعت متغ  ی روی را به ن  کشسانبر بستر    ی متک  ی رهایت

بر   یمتک ی های روساز یکینامی رفتار د [۳1](،2022) و همکاران 2۳و یند. لا ه کرد

13 Krylov 
14 Zibdeh & Rackwitz 
15 Abu-Hilal 
16 Dugush & Eisenberger 
17 Michaltsos 
18 Abu-Hilal 
19 Peng 
20 Li 
21 Powel & Palacin 
22 Beskou & Muho 
23 Liu 
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دست  هب  ر یمتحرک با سرعت متغ  ی را به بارها  دو پارامتری   کشسانسکویبستر و

 .ندا ه آورد

س  رعت   ریتأث در ادبیات فنی،  از مطالعات موجود  کیچیکه در هنیتوجه به ا  با
افق  ی در ص فحه  دهیخم ی رهایتی  خارج از ص فحه  یکینامیپاس خ د  در  ریمتغ

بوده  مد نظر  حاض  ر  ، در پژوهش اس  ت  تحت اثر جرم متحرک مطالعه نش  ده

ی هاالمان یکینامیرفتار د  درمتحرک  جرم  حرکت ش   تابدار   تأثیر  کهاس   ت 

 یلنگر خمش   زیو ن  حهخارج از ص ف  جاییجاب  ریبراس اس مقاد  یی مذکورس ازه

 .شود یابیارز

 بندی مسئله  فرمول . 2
 . تعریف مسئله.21

و شعاع  φی مرکزی ی افق با زاویه، یک تیر خمیده در صفحه1مطابق شکل 

صورت دو سر ساده و با شرایط  در نظر گرفته شده است. تیر به  Lو   Rو طول 

گاهی مفصلی بوده است، که امکان دوران پیچشی در دو انتهای آن وجود  تکیه
،  xبا تعریف یک سیستم م تصات کارتزین راستگرد، محورهای  [۳2و  12]ندارد.

y  و ،z    به ترتیب مارّ بر محور عبوری از مرکز سطح مقطع و محورهای قائم و

)افقی تیر هستند؛ که بر اساس آن، درجه  ( و zθ,y θ,x θهای آزادی دورانی 

( می z,wy ,wx wجابجایی  معرفی  به (  تیر  طول  کل  یکپارچه  شوند.  صورت 

به ترتیب    rkو    ykکشسان بوده است، که در آن،   - مبتنی بر یک بستر ویسکو

به ترتیب    rcو    ycس تی راستای قائم و س تی پیچشی بستر کشسان هستند.  
به عنوان میرایی بستر در راستای قائم و میرایی پیچشی هستند. همچنین، تیر  

بوده است، که سطح   Mخمیده تحت تحریک دینامیکی ناشی از جرم متمرکز  

طی    t(Mx(ی حرکت دل واه  فوقانی تیر را که فاقد اصطکاک است، با معادله

 کند. می

 ها . فرضیه.22
بندی مسئله، ابتدا فرضیات حاکم بر مسئله معرفی و سپس در  پیش از فرمول

ی افق تحت اثر ارتعاش  های تعادل دینامیکی تیرهای خمیده در صفحه معادله

 شوند: جرم متمرکز متحرک در نظر گرفته میناشی از 

 الف( مش صات مقطع تیر خمیده در سرتاسر طول آن ثابت است؛

برنولی برای    - اویلرشود و فرض  نظر میهای برشی صرفب( از تأثیر تغییرشکل

ابعاد مقطع  تیرهای خمیده موضوعیت دارد؛ چرا که طول ریل از  ها در عمل 

 ریل بسیار بیشتر است. 

 شود؛ نظر میج( تأثیر اعوجاج پیچشی صرف

امکان وقوع جداشدگی جرم متحرک از روی تیر خمیده وجود ندارد و تماس   د(

 کامل در تمام مدت حرکت برقرار است؛

 حرکت جرم به صورت شتابدار با شتاب ثابت کاهنده/ فزاینده است؛ه( 

و( در حرکت شتابدار کاهنده، جرم پیش از ترک تیر خمیده، شرایط سکون را  

 کند. تجربه نمی

 بندی مسئله . فرمول.23
ی افق، های تعادل تیرهای خمیده در صفحه در تعیین پاسخ دینامیکی و معادله

صورت غیرهمبسته است،  رفتار خارج صفحه و درون صفحه بهروابط حاکم بر  

ی تیرهای مذکور تحت تحریک ناشی از و لذا بررسی عملکرد خارج از صفحه 

همچنین،    [16و    4]شود.جرم متحرک مستقل از عملکرد درون صفحه انجام می

یی تحت بررسی، از  های تعادل دینامیکی سیستم سازه منظور تعیین معادله به

خمیده  معادله تیرهای  بر  حاکم  استاتیکی  تعادل  میهای  که  استفاده  شود، 
به حاصل  روابط  اثبات  به  مربوط  دقیق  و  جزئیات  ین   نوشتار  در  طورکامل 

( هندسه  [ ۳۳](،1987همکاران  براساس  است  کافی  حال،  است.  شده  ی ارائه 

شده در زیرب ش  و نیز با اعمال مفروضات مطرح   1.2شده در زیرب ش تعریف

ی افق و جرم  های تعادل دینامیکی سیستم تیر خمیده در صفحه ، معادله 2.2

 [ ۳۳، و 16، 15]تعیین کرد: 2و  1متحرک را براساس روابط 

 (1) 
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دوران پیچشی تیرهای خمیده   xθاز صفحه و  جابجایی خارج  ywها، که در آن 

اخیر،  در صفحه  افق هستند. در روابط  ترتیب جرم واحد طول و  به  ρو    μی 

سرعت    Vمدول برشی مقطع،    Gمدول کشسانی، و    Eچگالی تیر خمیده، و نیز  
ی فاصله   syشتاب جاذبه هستند. همچنین،    gیی جرم متحرک، و نیز  لحظه

از سطح فوقانی تیر خمیده،   اینرسی مقطع حول    zIمرکز برش مقطع  ممان 

عنوان ممان اینرسی قطبی مقطع تیر  به   oIثابت پیچشی، و نیز    J، و  z محور

همچنین،   هستند.  و    δخمیده  دیراک  دلتای  مشتق    2td/yw2dتابع  بیانگر 

-تعریف می  ۳ی  ی دوم نسبت به زمان هستند، که مطابق رابطهکامل مرتبه

 [ 16]ود:ش

(۳) 
d

( ) ( ) ( )
d

y y y y y

M M M

w w w w w
x t x t x t

x t xt t x

   
= + + +

   

2 2 2 2

2

2 2 2
2 

ی تیرهای ی حاضر، بررسی تأثیر نوع حرکت در رفتار خارج از صفحه در مطالعه

خمیده تحت تحریک ناشی از جرم متمرکز متحرک مد نظر بوده است. در این  

 4ی براساس رابطهراستا، حرکت شتابدار با شتاب ثابت )فزاینده/ کاهنده( که 
 شود، به عنوان مبنای مطالعات بوده است.تعریف می

(4                  )                         ( )Mx t at V t x= + +2
0 0

1
2

                               

ی ورود جرم بر روی  سرعت لحظه  0Vشتاب ثابت حرکت جرم،    aکه در آن،  
ی افق مبتنی بر . سیستم دینامیکی تیر خمیده در صفحه1شکل 

 کشسان و تحت تحریک ناشی از جرم متحرک. -بستر ویسکو
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و   خمیده،  لحظه   0xتیر  جایگذاری  م تصات  با  هستند.  حرکت  شروع  ی 

  5ی  توان رابطه، می۳ی  در رابطه  4ی  های اول و دوم رابطههای مرتبهمشتق

 را نوشت:

(5  )      
d

( ) ( )
d

y y y y y
w w w w w

at V at V a
x t xt t x

   
= + + + + +

   

2 2 2 2

2

0 02 2 2
2  

توان شرایط حرکت شتابدار با  می  1ی  در رابطه   5ی  حال، با جایگذاری رابطه

 سازی کرد.   شتاب ثابت را در مسئله پیاده

 . روش حل مسئله 3
از روش  به تحریک یکی  تیرهای خمیده  پاسخ  تعیین  برای  های های متداول 

جرم متحرک، روش تفکیک متغیرهاست؛ که در آن، با معرفی توابع مناسب 

شود. با توجه به  سیستم تعیین می مبتنی بر شرایط انتهایی تیر خمیده، پاسخ 
ی تیرهای خمیده در  های دیفرانسیل حاکم بر حرکت خارج از صفحهمعادله

-های مفصلی، میگاهبودن هر دو انتهای تیر بر تکیه ی افق و نیز متکیصفحه 

دادن شکل پاسخ دینامیکی تیر مطابق روابط  توان از توابع سینوسی برای نشان

 [ ۳5، و ۳4، 15، 4]استفاده کرد:  7و  6

(6 )                                      ( )
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به ترتیب توابع مجهول متناظر با جابجایی   t( xiΘ( و yiW )t(ها،  که در آن 

اُم تیر خمیده هستند. با   iو دوران پیچشی متناظر با مود  yدر راستای محور 

معادله  معادله  7و    6های  قراردادن  معادله 2و    1های  در  های حاصل شامل ، 

گیری در طول تیر  خواهند بود. حال با انتگرال t(xiΘ( و yiW)t(توابع مجهول  

توابع   تعامد  خاصیت  کمک  با  و  میsin(iπx/L)خمیده  معادله،  های توان 

ی معادله  N2، که به شکل دستگاه  8ی  آمده را به فرم ماتریسی معادلهدست به
سازی است، گسسته t( xiΘ( و  yiW )t(تابع مجهول    N2دیفرانسیل معمولی و  

-های اخیر، تابع زمان هستند و با استفاده از روشکرد. ضرایب دستگاه معادله

 ها را حل کرد.  توان آن شده میهای عددی شناخته

(8 )           
( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
Θ( )Θ( ) Θ( )

tt t
t t t t

tt t
+ + =

     
     

    

WW W
M C K P 

)که در آن، ضرایب  )tM،( )tCو ،( )tKهای معادل متناظر  ترتیب ماتریس به

سیستم   س تی  و  میرایی،  جرم،  نیز با  و  )گسسته  )tP  معادل بردار  بیانگر 

جزئیات   [16](،2020نیروهای وارده به آن است. در نوشتار آبدوس و همکاران )

های ضرایب مذکور ارائه  های ماتریس ی محاسبه و مقادیر درایهمربوط به نحوه 

است.   متعارف  شده  در  یک روش  معادلهبرای تسهیل  های روند حل عددی 

سیستم بر  برنامهحاکم  در  دینامیکی  رایانههای  از  های  استفاده  نمایش  یی، 
حالت نحوه  1فضای  کلی  شکل  که  )معادلهاست؛  آن  نمایش  برای  9ی  ی   )

 [ 42–۳6]عبارت است از:   7ی شده در رابطه ی نشان دادهمعادله

)که در آن،   )tY  ،( )tU و ،( )tR  هستند:  12الی   10مطابق روابط 
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آن در  مرتبه   بیانگر  Iها،  که  از  یکه  عددی   N2ی  ماتریس  برای حل  است. 

توان  ، می9ی  شده در رابطهداده ی اول نشان  دستگاه معادلات دیفرانسیل مرتبه

بردار  این روش،  در  استفاده کرد، که  انتقال  ماتریس  )از روش  )tY   فرم به 

 شود:  بازنویسی می  1۳ی رابطه

(1۳) 
 ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )dtt t t t t

t
  = + Y ξ Y ξ R0 0 0

 

)که در آن، ماتریس  , )t tξ انت اب    0 انتقال با بعُد مناسب  به عنوان ماتریس 
شود. سپس با طی  مش ص می   0tی مسئله در زمان شده است و شرایط اولیه 

گام  روند  میبهیک  اولیهگام  شرایط  گامتوان  )ی  بعدی   زمانی  را kt+1های   )

( آن  از  پیش  زمانی  گام  نهایی  وضعیت  گامktبراساس  تعیین  با  و  به (  های 

دست آورد. برای این  ی کافی کوچک برای افزایش دقت روش عددی بهاندازه

ی زمانی بر  ی تفاضلی در دامنه را به شکل یک معادله 1۳ی توان رابطهکار می

 نوشت:  14ی صورت رابطهبه  Y(t)حسب بردار حالت 

(14 ) 1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) d
1 1 1

t
kt t t t t

k k k k kt
k

  += + + + +
Y ξ Y ξ R 

در زمان تقریب    15ی  صورت رابطهرا به  ξتوان ماتریس انتقال  همچنین، می

 [ 41]زد:

(15)  ( , ) exp ( ) ( )k k k k kt t t t t+ += −ξ U1 1 

ادامه نمایش داده    16ی  به فرم کلی رابطه  1۳ی  گام، معادلهبهی حل گامبا 

 [ 41]شود:می

(16)              1

1 1 1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )k k k k k k k kt t t t t t t t
−

+ + += + −ξ ξY Y I U R 

 تحلیلی پیشنهادیآزمایی حل نیمهراستی .4
از درستی حل نیمهبه تحلیلی پیشنهادی، باید نتایج  منظور حصول اطمینان 

حاصل از آن را با مطالعات موجود در ادبیات فنی مقایسه کرد. یکی از مطالعات 

زمینه برجسته در  که  بار  یی  از  ناشی  تحریک  تأثیر  پاسخ  ی  در  متحرک 
ی افق مطرح است، مربوط به مدل تحلیلی  دینامیکی تیرهای خمیده در صفحه

ین   )  2پیشنهادی  همکاران  مطالعه  [ ۳4و    12](،2004و    2001و  در  ی است. 

متر و با    8/1و ارتفاع    0/5حاضر، یک تیر بتنی با مقطع مستطیلی به عرض  

گاهی مفصلی در دو انتها تحت تحریک ناشی از بار متمرکزی به  شرایط تکیه

کیلومتر بر ساعت روی   40تن قرار گرفته است، که با سرعت ثابت  9/29جرم  

تیر   مکانیکی  و  هندسی  مش صات  است.  حرکت  حال  در  تیر  فوقانی  سطح 

 است. 1آزمایی مطابق جدول راستی خمیده در مطالعات 

2 Yang 

(9) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t= +Y U Y R 



، )پژوهشی( 49-37، صص. 4، شماره ی40دوره ی ، ( 1403 زمستانمهندسی عمران شریف، )  
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تحلیلی پیشنهادی در نظر گرفته شده و سپس  مقادیر جدول اخیر، در حل نیمه

مطالعه فرضیات  مبنای  بر  سیستم  دینامیکی  ادبیات  پاسخ  با ی  فنی، 

از صفحه در وسط   ارتعاشی در قالب جابجایی خارج  اولین مود  درنظرگرفتن 

ی ی جابجایی خارج از صفحه ی تیر خمیده محاسبه شده است. مقایسهدهانه
مشاهده   2ی حاضر در شکل  تحلیلی مطالعهمدل پیشنهادی ین  و مدل نیمه

 شود. می

مدل  مقایسه بالای  دقت  نشانگر  اخیر،  شکل  در  ترسیمی  نمودارهای  ی 

از صفحه  دینامیکی خارج  پاسخ  برآورد  در  در  پیشنهادی  تیرهای خمیده  ی 

ی افق و تحت تحریک ناشی از بار متحرک است؛ چرا که نه فقط مقادیر  صفحه 

-قابل محاسبه است، بلکه سایر پاسخ  % ۳جابجایی بیشینه با اختلاف کمتر از  

ای دینامیکی سیستم شامل دامنه و فاز ورودی و خروجی تحریک نیز با دقت  ه

تحلیلی پیشنهادی قادر است تا برآورد  مطلوبی حاصل شده است. لذا، مدل نیمه
مطلوبی از رفتار دینامیکی حاکم بر تیرهای خمیده و تحت تحریک ناشی از  

 جرم متحرک به همراه داشته باشد.    

 . مطالعات پارامتری 5
( طول تیر  1حاکم بر مسئله، شامل: در ب ش کنونی، تأثیر متغیرهای کلیدی 

زاویه2خمیده،   تیر خمیده،  (  ( سرعت  4( جرم جسم متحرک،  ۳ی مرکزی 

ی جسم ارزیابی ( شتاب کاهنده/ فزاینده 5ی ورود جسم به تیر خمیده، و  اولیه

- شده است. سایر پارامترهای مسئله، مانند: مش صات مکانیکی بستر ویسکو

با استناد   [46، و  45،  16، 4]مش صات هندسی تیر خمیده،  [44، و4۳،  16،  15]کشسان،

های اند. مقادیر اخیر در جدول ادبیات فنی استفاده شده به مقادیر کاربردی در 

اند، که به ترتیب مربوط به مش صات مکانیکی و هندسی  خلاصه شده   4الی    2
های دینامیکی جرم متحرک، و نیز مش صات مکانیکی خاک  تیر خمیده، مؤلفه

 بستر هستند.  

ی ورود  اولیه)فرضیات( اشاره شده است، سرعت    2.2طور که در زیرب ش  همان

 اند که انواع حالتیی در نظر گرفته شده گونه های کاهنده بهجرم و نیز شتاب

تیر خمیده در مطالعات  مشخصات هندسی و مکانیکی   .1جدول 

 [ 34و  12]آزمایی.راستی 

 واحد  کمیت  نماد متغیر 

 L 0/24 m طول 
 R 84/45 m شعاع انحنا

 درجه θ ۳0 ی مرکزی زاویه

 A 00/9 2m سطح مقطع 

  ρ 2400 ۳kg/m چگالی

 E 2/۳2 GPa مدول کشسانی 
 G 8۳/1۳ GPa مدول برشی 

 y  yI 75/18 4mاینرسی حول محورممان 

 z zI 4۳/2 4mممان اینرسی حول محور 

 oI 18/21 4m ممان اینرسی قطبی

 

شده براساس مدل  تحلیلی ارائه آزمایی مدل نیمهراستی . 2شکل 

ی مقادیر جابجایی  ر مبنای مقایسهب [ 34و  12]تحلیلی ینگ و همکاران،

 ی تیر خمیده. خارج از صفحه در وسط دهانه

 

 [47]. مشخصات مکانیکی و هندسی مقطع تیرخمیده.2جدول 

 کمیت  نماد متغیر )واحد(

 L 75-50 --100 (mطول )

 φ ( radی مرکزی )زاویه


6
  -



3
 

 cm  A 70/76)2سطح مقطع )

 μ 21/60 ( kg/mطول )جرم واحد  

 E 210 ( GPaمدول کشسانی )

 υ ۳0/0 ضریب پواسون  
 G 77/80 (GPaمدول برشی )

ی مرکز برش از سطح فوقانی فاصله

 sy 49/12 ( cmتیر )

 y (4(cm  yI ۳0/512 ممان اینرسی حول محور

 z (4(cm  zI ۳0/۳0۳8ممان اینرسی حول محور 

 cm  oI 60/۳550)4ممان اینرسی قطبی )

 [49–47]های دینامیکی جسم متحرک.. مؤلفه3جدول 

 کمیت  نماد متغیر )واحد(

 M ( kgجرم جسم )
12000،8000  ،

16000 

حرکت شتابدار  ی سرعت اولیه
 ( m/secفزاینده )

0V 

0  – ۳0   

حرکت شتابدار   سرعت اولیه

 ( m/secکاهنده )
45  –  75   

    ( 2m/secشتاب افزاینده )
a 

۳ ،+6 ،+9 + 

 - ۳ - ،6 - ،9 (  2m/secشتاب کاهنده )

 [ 50، و 44، 43، 16، 15]های مکانیکی بستر ویسکوکشسان.. مؤلفه4جدول 

 کمیت  نماد متغیر )واحد(

 yk ۳426 ( 2kN/mس تی بستر ارتجاعی )

 rk ۳/118 ( kN/radس تی پیچشی )

 yc 45/2 ( 2kNsec/mمیرایی بستر ارتجاعی )

 rc 067/8 ( Nrad/secمیرایی پیچشی )
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ی ورود  )فرضیات( اشاره شده است، سرعت اولیه  2.2طور که در زیرب ش  همان
-اند که انواع حالت یی در نظر گرفته شده گونه های کاهنده بهجرم و نیز شتاب

( جرم  2( جرم پیش از رسیدن به انتهای تیر بایستد،  1های محتمل شامل:  

|( جرم با سرعت  ۳دقیقاً در انتهای تیر متوقف شود، و   |V V a L= 20 2  

ی تیرهای خمیده  دینامیکی خارج از صفحه   از انتهای تیر عبور کند، در پاسخ 

ی تأثیر شتاب کاهنده/ افزاینده، حالتی  منظور مقایسه همچنین، به ارزیابی شود.

کند، نیز در محاسبات  که جسم با سرعت ثابت )شتاب صفر( از تیر عبور می

 منظور شده است. 

 . تحلیل و تفسیر نتایج 6

شکل طیف6الی    ۳های  در  از  ،  خارج  خمشی  لنگر  و  جابجایی  پاسخ  های 

ی تیرهای خمیده به ازاء تغییرات پارامترهای م تلف بر حسب سرعت  صفحه 

  ی پاسخنمودار بیشینهاند. منظور از طیف، ( ارائه شده0Vی ورود به تیر )اولیه

اولیه سرعت  حسب  بر  بهسیستم  است.  متحرک  جرم  سهولت،  ی  منظور 

نشان داده شده است، تا تمایز آن با    yuجابجایی خارج از صفحه با    ی بیشینه 

 ( مش ص شود.ywی پاسخ جابجایی )تاری چه

 جایی خارج از صفحه در حالت شتاب فزاینده.. نمودار طیف پاسخ جابه 3 شکل
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و    5  های ، اثر حرکت تندشونده )شتاب فزاینده( و در شکل4و    ۳  های شکل در  

اند. این تذکر لازم است که  ، حرکت کنُدشونده )شتاب کاهنده( بررسی شده 6

 [16]محاسبه شده است: 17ی (، مطابق رابطهzmلنگر خمشی خارج از صفحه )

(17) 
wy xm EIz z Rx


 
 

= − 
 

 

2

2
 

های مربوط به طیف لنگر  ی مقادیر لنگر خمشی در شکلبرای سهولت، بیشینه 

 ینشان داده شده است، تا تمایز آن با تاری چه  zMخمشی خارج از صفحه با 

-طیف(، مش ص شود. مطابق zmپاسخ مقادیر لنگر خمشی خارج از صفحه )

اگر سرعت ه ی ورود جرم متحرک به تیر  اولیه  ای مربوط به شتاب فزاینده، 

( باشد، اثر سرعت اولیه در پاسخ دینامیکی سیستم،  m/sec)  5خمیده کمتر از  

مطابق  است.  نامحسوس  صفحه  از  خارج  خمشی  لنگر  و  جابجایی  شامل 

مؤلفه4و    ۳  های شکل آثار  از سرعت مذکور،  پاسخ  ، پس  در  دینامیکی  های 
افزایش طیف پاسخ  که بیشینه طوری  سیستم تشدید شده است، به  ی میزان 

ازاء شتاب   9، و  6،  ۳های فزاینده  جابجایی نسبت به حالت سرعت ثابت، به 

(2m/sec به ترتیب ،)درصد بوده است. مقادیر نظیر   18/ 11، و  45/14، 15/ 76

 . نمودار طیف پاسخ لنگر خمشی در حالت شتاب فزاینده.4شکل 
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ترتیب   به  نیز  لنگر  طیف  و  27/ 5۳،  27/ 0۳برای  است.    ۳9/18،  بوده  درصد 

ی شتاب فزاینده در طیف پاسخ لنگر  شود، تأثیر اندازه طورکه مشاهده میهمان

 خمشی نسبت به جابجایی بیشتر بوده است. 

ی که بیشینه شود  مشاهده می  6و    5  های در حرکت کُندشونده، مطابق شکل
ازاء مقدار کاهش بیشینه ی طیف جابجایی نسبت به حالت سرعت ثابت، به 

  41/ 59، و 29/ 78، 21/ ۳۳(، به ترتیب 2m/sec)  9، و  6، ۳های کاهنده شتاب

، و  19/۳0،  64/21درصد است. در طیف لنگر خمشی، مقادیر اخیر به ترتیب  

 اند. درصد بوده   05/42

متر بر    ۳0های کمتر از  ، به دلیل قرارگرفتن سرعت 6الی    ۳های  براساس شکل

ی انتقالی که ماهیت  اند؛ در ناحیهثانیه، که در حرکت تندشونده منظور شده 

از فرم هارمونیک به دور است )به نوشتار   نوسانی تیر تحت تحریک خارجی 

( و همکاران  بیشینه   [16](،2020آبدوس  تغییرات  در  مراجعه شود(،  ی طیف 
کند. اما، در حرکت کُندشونده،  های فزاینده از روند مش صی پیروی نمیشتاب

ی انتقالی های منظورشده در نتایج عددی، که خارج از ناحیه با توجه به سرعت 

تغییرات آن نسبت  اند، روند ها فرم هارمونیک داشتهقرار گرفته و ماهیت پاسخ

 دارتر بوده است. شده معنیبه حالت تندشونده و به ازاء مقادیر بررسی

جمع بیشینههمچنین،  کاهش  و  افزایش  درصدهای  طیف  بندی  پاسخ  ی 

شده تحت  ی بررسیی تیرهای خمیده جابجایی و لنگر خمشی خارج از صفحه

  6و    5های  های م تلف جسم متحرک در جدول سرعت اولیه، جرم، و شتاب

 خلاصه شده است. 

 در حالت شتاب کاهنده.. نمودار طیف پاسخ جابجایی خارج از صفحه 5شکل 
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پاسخ لنگر خمشی در حالت شتاب کاهنده.. نمودار طیف 6شکل   

 .(=0aی پاسخ طیف نسبت حالت سرعت ثابت )بیشینه افزایش. درصد 5جدول 

ه( 
ند

زای
ب ف

تا
)ش

ده 
ون

دش
 تن

ت
رک

ح
 

 2m/s 3=a 2m/s 6=a 2m/s 9=a شکل یشماره  2m/s 3=a 2m/s 6=a 2m/s 9=a شکل یشماره 

 12/ 55 68/6 2/ 47 الف  – 5 18/ 11 11/ 19 64/1 الف  – 4

 1/ 59 4/ 92 8/ 88 ب – 5 4/ 71 0/ 89 5/ ۳4 ب – 4

 10/ 45 5/ 94 0/ 41 ج – 5 0/ 82 0/ ۳8 0/ 10 ج – 4

 18/ ۳9 27/ 5۳ 12/ 91 د – 5 2/ 9۳ 8/ 78 0/ ۳0 د – 4

 0/ 40 65/5 0/ 79 ه  – 5 26/0 0/ 29 0/ 00 ه  – 4

 15/ 98 25/ 14 27/ 0۳ و  - 5 5/ 00 14/ 45 76/15 و  - 4
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ی شده در بازه شایان ذکر است که نتایج حاصل از مطالعات پارامتریک انجام

ی مرکزی  شده برای مقادیر متغیرهای ورودی، شامل: طول و زاویهدر نظرگرفته

اولیه  سرعت  جرم،  نیز  و  خمیده  شتاب تیر  و  تیر،  به  ورود  و  ی  کاهنده  های 

 ی جرم متحرک معتبر هستند. افزاینده 
 

 گیری. نتیجه7

پاسخ  در مطالعه از حرکت شتابدار جرم متحرک در  ناشی  آثار  به  ی حاضر، 

از صفحه در صفحهدینامیکی خارج  تیرهای خمیده  پرداخته شده  ی  افق  ی 

ابتدا، معادله افق  های تعادل دینامیکی تیرهای خمیده در صفحهاست. در  ی 

تحت تحریک ناشی از حرکت شتابدار با شتاب ثابت فزاینده/ کاهنده یک جرم  

گاهی ساده،  نوشته شده و با انت اب توابع سینوسی، با درنظرگرفتن شرایط تکیه

پاسخ   طیف  سپس،  است.  شده  تعیین  آن  کلی  فرم  خمیده،  تیرهای  برای 
بیشینه  براساس  مذکور  سیستم  لنگر  دینامیکی  و  خارج  جابجایی  مقادیر  ی 

 خمشی از صفحه ارائه شده است.

نیمه  روابط  بهبراساس  برای  دست تحلیلی  پارامتریک  مطالعات  آمده، 

 ی های م تلف از تیرهای خمیده، شامل: طول و زاویه درنظرگرفتن اثر هندسه

 

مرکزی و نیز پارامترهای دینامیکی تحریک خارجی، شامل: سرعت اولیه، جرم،  

 ی جسم متحرک انجام شده است. ی شتاب فزاینده/ کاهنده و اندازه

ی کمتر  اولیههای  آمده مشاهده شد که بجز در سرعت دست براساس نتایج به 

متر بر ثانیه، آثار شتاب فزاینده در طیف پاسخ دینامیکی سیستم    5از حدود  
ی های تندشونده، بازه حائز اهمیت است. همچنین، با توجه به اینکه در شتاب

اولیه  بررسیسرعت  بهی  ناحیه گونه شده  در  سیستم  شرایط  که  است  ی یی 

از پاسخ سیستم  انتقالی سرعت قرار می گیرد، لذا روند تغییرات مش صی را 

این در حالی است که در حالت شتاب کُندشونده، با  نمی انتظار داشت.  توان 

ی ورود جرم متحرک به تیر خمیده، ماهیت  های اولیهی سرعت توجه به بازه 

 تری داشته است.  تر بوده و روند مش صنوسانی آن برجسته

کاربری  به  توجه  بازه با  گرفتهی  بودن  نظر  در  متغیرهای  در  تغییرهای  شده 

ملاحظه تواند قابلمطالعات پارامتریک، آثار حرکت شتابدار جسم متحرک می
به در  گونهباشد،  از صفحه  لنگر خمشی خارج  و  پاسخ جابجایی  برای  یی که 

درصد افزایش، و برای حالت    27/ 5۳و    18/ 11حالت شتاب تندشونده به ترتیب  

درصد کاهش نسبت به وضعیت   05/42و    59/41شتاب کُندشونده، به ترتیب  

 شود.   سرعت ثابت در پاسخ دینامیکی سیستم مشاهده می
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